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MAKSIMUM OXSARLIQ METODUNUN RiYAZi ARXITEKTURASI VO
EKONOMETRIK MODELLORDO ASIMPTOTIK EFFEKTIVLIYI
Xiilaso

Miiasir ekonometrikanin nazari va tatbiqi inkisaf morhalasinds parametr qiymatlondirmoa
metodlart arasinda Maksimum Oxsarlig Metodu (Maximum Likelihood Estimation — MLE) xUsusi yer
tutur. Bu metod ehtimal nazariyyasinin fundamental prinsiplorina asaslanaraq miisahida olunan
se¢manin yaranma mexanizmini parametrik ¢ar¢ivado modellosdirir va hamin parametrlorin an
miimkiin giymoatlorini optimallagdirma vasitasilo miiayyan edir. Maqgalods Maksimum Oxsarlig
Metodunun riyazi arxitekturast sistemli sakildo tohlil olunur, likelihood va log-likelihood
funksiyalarinin qurulusu, skor funksiyasi, Figer informasiya matrisi vo Cramer—Rao asagi sorhadi
kontekstindo onun nazari asaslari arasdirtlir. Eyni zamanda, Maksimum Oxsarlig Metodu
qiyvmatlondiricilorinin qarazsizlik, konsistentlik, asimptotik normalliq va effektivlik xiisusiyyatlori
formal sakilds sarh olunur. Tadgigat ¢argivasinda xatti va qeyri-xatti ekonometrik modellards, o
ctimladan Logit, Probit, Poisson va zaman swrast modellorinds> Maksimum Oxgarlig yanasmasinin
tatbiq mexanizmi genig sakilda izah edilir. On Ki¢ik Kvadratlar Metodu metodu ilo miigayisali tohlil
aparilaraq Maksimum Oxsarlig Metodunun iistiinliiklori vo mohdudiyyatlori miiayyanlasdirilir.
Noatica etibarilo gostorilir ki, Maksimum Oxsarlig Metodu miiasir ekonometrik modellasmada yiiksak
asimptotik effektiviik tomin edan universal metodoloji platforma rolunu oynayur.

Acgar sozlar: maksimum oxsarlig metodu, Likelihood funksiyasi, Figer informasiya matrisi,
asimptotik normalliq, ekonometrik modellar, parametr qgiymatlondirma.

Ekonometrika iqtisadi nazoriyyonin riyazi-statistik metodlar vasitosilo empirik yoxlanmasini
tomin edon elmi istigamat kimi XX osrin avvallorindon etibaron formalagsmaga baslamigdir. Xiisusilo
Ragnar Frisch vo Jan Tinbergen torsfindon aparilan ilkin todqiqatlar iqtisadi proseslorin riyazi
modellogdirilmosi {i¢lin metodoloji baza yaratmigdir. Sonraki dovrde Trygve Haavelmo ehtimal
n9zoriyyasing osaslanan yanagmani ekonometrik analizs totbiq etmokls parametr qiymatlondirmonin
yeni morhalosini baglatmigdir. Mohz bu kontekstdo Maksimum Oxsarligq Metodu statistik
qiymatlondirmonin on sistemli vo nazori cohatdon asaslandirilmis alstlorindon biri kimi 6n plana
cixmusdir.

On Kigik Kvadratlar Metodu xotti modellar {iglin optimal xiisusiyyatlora malik olsa da, geyri-
xatti vo paylanma forziyyelorine osaslanan modellordo onun imkanlar1 mahdudlasir. Belo hallarda
ehtimal funksiyasinin birbasa optimallagdirilmasina asaslanan Maksimum Oxsarliq yanasmasi daha
imumi vo elastik metod kimi ¢ixis edir. Maksimum Oxsarliq Metodu yalniz xotti deyil, hom do
diskret se¢im modellari, say modellori vo zaman siras1 strukturlarinda parametr qiymatlondirmasinin
osas mexanizmi kimi totbiq olunur.

Maksimum Oxsarlig Metodu miisahido olunan se¢gmonin yaranma mexanizmini ehtimal
car¢ivasinda modellogdirarak, parametr vektorunun on miimkiin qiymotlorini miioyyon etmoys imkan
verir. Basqa sozlo parametrlorin on miimkiin qiymatlorini ehtimal funksiyasinin maksimumu osasinda



tapmaq metodu kimi do adlandirmaq olar. Bu yanagma hom nozori, hom do empirik iqtisadi todqiqat-
larda genis istifado olunur.

Maksimum Oxsarliq Metodunun asas magsadi miisahido olunan malumati “on yaxsi izah edon”
parametr doyarlorini segmokdir.

Miiasir statistik nozoriyyodo Maksimum Oxsarliq Metodu asagidaki sobabloro goro xiisusi
ohomiyyat dastyir:

1. Asimptotik effektivlik tomin edir vo boyiik niimunolordo Maksimum Oxsarliq Metodu
qiymatlondiricilori Cramér—Rao sorhadine yaxinlagir.

2. Invarianthq xiisusiyyoti sayasindo parametr transformasiyalarma qars1 davamlidir.

3. Boyiik niimunalordo normal paylanmaya yaxinlasma Maksimum Oxsarliq Metodu
statistikasini1 sadolosdirir vo ehtimallar1 interpretasiya etmoys imkan verir.

Umumi parametrik modellor iiciin universal tatbiq imkami toqdim edir, xotti, qeyri-xatti,
diskret se¢cim, say va zaman siras1 modellorinds istifads oluna bilir.

Mogalonin asas mogsadi Maksimum Oxsarlig Metodunun riyazi strukturunu sistemli sokildo
togdim etmok, onun nozari xiisusiyyatlorini formal sokilds osaslandirmaq vo ekonometrik modellordo
asimptotik effektivliyini elmi miistovido tohlil etmokdir.

Belo ki, Maksimum Oxsarlig Metodu statistikanin vo ekonometrikanin fundamental alotlorin-
don biri kimi uzun tarixi inkisaf ke¢misdir. Ilk olaraq Ragnar Fris vo Jan Tinbergen XX osrin
ovvallorinds iqtisadi proseslorin riyazi modellogdirilmasi sahasinds ilkin todqiqatlar aparmis vo
parametr giymatlondirmonin metodoloji bazasini formalasdirmislar. Sonraki morholode Trygve
Havelmo ehtimal nazoriyyasino asaslanan yanasmani ekonometrik analizo totbiq edorak, parametr
qiymatlondirmonin nazari osaslarini daha da genislondirmisdir.

Odobiyyat arasdirmalar1 gostorir ki, Maksimum Oxsarlig Metodu hom nozori, hom do totbiqi
soviyyada bir ¢ox istlinliikloro malikdir. Masolon, Cameron vo Trivedi (2010), igtisadi modellordo
Maksimum Oxsarliq Metodunun diskret se¢im, say vo zaman sirasi modellorindo optimal
qiymotlondirmo tomin etdiyini qeyd edir. Greene (2018) iso geyri-xotti modellordo Maksimum
Oxsarliq Metodunun Ustlnliyinii xatti OLS metodlar1 ilo miiqayisads otrafli tohlil etmisdir.

Empirik todqgigatlarda Maksimum Oxsarliq Metodunun totbiqi genis yayilmisdir:

- Logit vo Probit modellori se¢im gorarlarinin tohlilindo genis istifado olunur (Wooldridge,
2016).

- Poisson vo say modellori mikroigtisadi molumatlarda nadir hadisalorin tohlilindo asas
qiymotlondirmo metodu kimi ¢ixis edir (Cameron & Trivedi, 1998).

- ARIMA vo zaman sirast modellori makroiqtisadi gostoricilorin prognozlasdirilmasinda
Maksimum Oxsarliq Metodu totbiqi miihiim rol oynayir (Box, Jenkins & Reinsel, 2015).

Maksimum Oxsarliq Metodunun Riyazi Arxitekturasi

Maksimum Oxsarlig Metodu parametr qiymostlondirmoni likelihood funksiyasinin
optimallagdirilmasi yolu ilo hoyata kegirir. Bagqa s6zlo maksimum oxsarliq metodu parametrin elo
giymatini mioyyan edir ki, logarifmik oxsarliq funksiyasi maksimum qiymat alsin.

Tutag ki, Y = {V}, Y,, Vs, ..., ¥, } miistoqil vo eyni paylanmaya malik miisahidslordir vo onlarin
ehtimal sixliq funksiyast
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ilo verilir, burada 8 lazim olan parametr vektoru olsun.

Maksimum oxsarliq metodu statistik modelin parametrini, miisahids olunan segmonin yaranma
ehtimalini maksimum edon log-likelihood funksiyasinin maksimum ndqtesi kimi miayyon edir.
Likelihood funksiyas1 adlanan funksiyanin analitik formasi asagidaki kimidir:
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Bu funksiyanin maksimumunu tapmaq mogsodilo log-likelihood funksiyasindan istifads
olunur:



1(8) = ) logf (¥;:6)

Log-likelihood funksiyasi hesablamalar1 sadoslosdirir vo diferensial omoliyyatlarda daha
olverisli rol oynayir.
Asagidaki qrafikdo Likelihood funksiyalarmin qrafiklori verilmisdir.

Log-Likelihood funksiyasi va Fisher informasiyas

~50 1 —

-1 o 1 2 3 2 3
Parametr g

@ - Boyiik Fiser informasiyasi

@ - Kicik Figer informasiyasi
Qrafikdon aydin olurki, ayrilordon biri daha koskindir vo yaxud parabolanin qollar1 sixilib.
Bunu bels izah etmak olar:

W=7
o=1oldugda I(x) == =

g
o=2oldugda I(w) = =
olar.

Demoli, =1 oldugda oyri daha kaskin — daha effektiv qiymotlondirmo verir.
Skor Funksiyasi va Fiser Informasiya Matrisi
Maksimum Oxsarliq Metodu qiymotlendiricisi 8 log-likelihood funksiyasmm tortibi sifir
oldugu noqtads tapilir:
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Skor funksiyas1 U(0) model parametrino dair hassasligi 6lgiir, Fiser informasiya matrisi iss bu
hossasligin dispersiyasini ifads edoarok parametr giymotlondirilmasinin dagigliyini miiayyan edir.
Fiser informasiya matrisi parametrin doqiqliklo qiymotlondirilmasinds asas rol oynayir:
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Var(®) ~1-1(0)

Bu matris Maksimum Oxsarliq Metodu asimptotik dispersiyasini toyin edir:

Maksimum Oxsarliq Metodu qiymetlondiricilori bdyiik nlimunoalor {igiin qorazsizlik va
konsistentlik, asimptotik normalliq, asimptotik normalliq xiisusiyyatlora malikdir.

Maksimum Oxsarliq Metodu Xatti vo Qeyri-Xoatti ekonometrik modellards totbiqi movcuddur.



Belo ki, xatti modellordo Maksimum Oxsarliq Metodu qiymatlondiricisi On kigik kvadratlar
metodu ilo {ist-iisto diisiir, qeyri-xatti modellards iso ehtimal funksiyasinin optimallagdirilmasi asas
metod kimi gabul olunur.

Maksimum Oxsarliq Metodunun giymotlondiricisi- parametri toxmin etmok Ugiin istifads
olunan gayda vs ya funksiyadir. Yani giymatlondirici 6zi stokastik funksiyadir, ¢tinki 0, malumatin
(se¢cmanin) doyismasina baglidir.

Bu metod ehtimal nozoriyyesinin fundamental prinsiplorine osaslanaraq miisahido olunan
verilonlorin yaranma mexanizmini parametrik ¢or¢ivodo modellogdirir vo homin parametrlorin
ehtimala gora an uygun qiymatlorini optimallagdirma vasitasilo miioyyan edir.

Bu moqalodo Maksimum Oxsarlig Metodu statistik qiymstlondirmonin on sistemli vo nazori
cohotdon osaslandirilmig alotlorindon biri kimi 6n plana ¢ixmisdir.

On Kicik Kvadratlar Metodu (Ordinary Least Squares — OLS) xotti modellor {iclin optimal
xXususiyyatlora malik olsa da, real iqtisadi proseslorin qeyri-xatti vo paylanma forziyyslorins asaslanan
strukturlarmda onun imkanlar1 mohdudlasir. Belo hallarda ehtimal funksiyasmnin birbasa
optimallagdirilmasina asaslanan Maksimum Oxsarliqg Metodu universal va elastik metod kimi ¢ixis
edir. Bu metod yalnmz xotti yox, hom do diskret se¢cim modellori, say modellori vo zaman sirasi
strukturlarinda parametr giymsatlondirmonin asas mexanizmi kimi totbiq olunaraq miasir statistik
nazoriyyado Maksimum Oxsarliqg Metodu xiisusi chomiyyat dasiyir.

Parametrin maksimum oxsarliq qiymoatlondiricisi log-likelihood funksiyasmin birinci
toromosinin sifira barabar oldugu va ikinci tdromosinin manfi oldugu néqtads alds edilir. Maksimum
Oxsarlig Metodu {iglin qeyd olunan asimptotik effektivliyin tomini, invarianthq xiisusiyyati, boyik
se¢gmoalordo normal paylanmaya yaxinlagma, informasiya nazoriyyasi ilo six alago, Gmumi parametrik
modellor {igiin universal totbiq imkan1 anlayig1 onun totbiq saholorinin saymni da artirir. Maksimum
Oxsarlig Metodunun statistik effektivliyini mosolosi movcuddur ki, bu mosoloni izah etmok {iciin
Fiser informasiya matrisini bilmok vacibdir.

Belo ki: bu matris Maksimum Oxsarliqg Metodu qiymoatlondiricilorinin parametrlori no godor
doqiq toxmin edo bilocoyini dlgon morkozi anlayigdir, basqa sozlo “parametrlor haqqinda molumatin
Olciisii” kimi basa diisiiliir. Maksimum Oxsarlig Metodunun qiymatlondiricilorinin on giiclii xiisusiy-
yatlori onlarm asimptotik davranislaridir. Yoni niimuns hocmi boyilidilkco Maksimum Oxsarliq
Metodun hoqiqi parametrs sixlagir, asimptotik olaraq iso normal paylanmaya malikdir.

Fisher Informasiya va Standart Sahvlor

Statistik qgiymotlondirmo nozoriyyasindo parametrin  doqiqliyini miioyyon edon osas
anlayiglardan biri Fiser informasiya komiyyatidir. Fiser informasiyasi model parametrino dair
miisahido olunan verilonlorin no doracods informasiya dasidigini 6lgiir vo bu informasiya birbasa
qiymatlondiricinin dispersiyas1 ilo olagolidir. Xiisusilo maksimum oxsarliq metodunda Fiser
informasiya matrisi qiymatlondiricinin asimptotik kovarians strukturunu miioyyon edon fundamental
anlayisdir.

Molumdur ki, maksimum oxsarliq qiymatlondiricisi boyilik se¢ma hoddinds asimptotik normal
paylanmaya malikdir. Bu halda qiymatlondiricinin kovarians matrisi Fiser informasiya matrisinin
torsing borabor olur. Riyazi olaraq bu olaqs asagidaki sokilds ifads olunur:

Var(®) ~1-1(0)

Bu notico gostorir ki, Figer informasiyas: artdiqca qiymatlondiricinin dispersiyas1 azalir.
Dispersiyanm kvadrat kokii iso standart sohv adlanir. Beloliklo, bir parametr {igiin standart sohv
asagidaki kimi ifado edilir. Bu baraborlik Fiser informasiyasi ilo standart sohv arasinda tors asililigin
moveud oldugunu gostorir. Basqa s0zlo, model parametrino dair molumat no godor goxdursa,
giymatlondirma bir o gadar doqiq olur vo standart sohv azalir. Normal paylanma niimunasinds bu
slago xususilo aydin goériiniir. Ogar miisahidalor N(y, 02) paylanmasma malikdirss vo dispersiya

molumdursa, Fiser informasiyas1 I (|, %) formasinda ifade olunur. Bu halda orta qiymatin standart
sohvi



SE()—\/;

soklindo alinir ki, bu da Fiser informasiyasinin artmasi (yoni se¢cmo hocminin boyiimosi vo ya
dispersiyanin azalmasi) ilo standart sohvin kigildiyini niimayis etdirir. Notico etibarilo, Fisher
informasiya matrisi qiymatlondiricinin doqiqliyini 6l¢on asas mexanizm rolunu oynayir, standart sohv
iso bu doqiqliyin praktik ifadssidir. Bu iki anlayis birlikdos statistik qiymotlondirmonin etibarliligini
va effektivliyini xarakterizo edir.
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Mathematical architecture of the maximum similarity method and asymptotic efficiency
in econometric models
Abstract
Among the parameter estimation methods in the theoretical and applied development of modern
econometrics, the Maximum Likelihood Estimation (MLE) occupies a special place. Based on the
fundamental principles of probability theory, this method models the mechanism of the observed
sample formation in a parametric framework and determines the most likely values of these
parameters through optimization. The article systematically analyzes the mathematical architecture
of the Maximum Likelihood Method, examines its theoretical foundations in the context of the
structure of the likelihood and log-likelihood functions, the score function, the Fisher information
matrix and the Cramer—Rao lower bound. At the same time, the unbiasedness, consistency, asymptotic



normality and efficiency properties of the Maximum Likelihood Method estimators are formally
interpreted. The study broadly explains the application mechanism of the Maximum Likelihood
approach in linear and nonlinear econometric models, including Logit, Probit, Poisson and time
series models. A comparative analysis with the Least Squares Method is conducted to determine the
advantages and limitations of the Maximum Likelihood Method. As a result, it is shown that the
Maximum Similarity Method serves as a universal methodological platform that provides high
asymptotic efficiency in modern econometric modeling.

Keywords: maximum likelihood method, likelihood function, Fisher information matrix,
asymptotic normality, econometric models, parameter estimation.
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